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Zastosowanie adaptacyjnego przedziatu ufnosci do
oszacowania roznicy dwoéch srednich w badaniach
ekonomicznych

Application of adaptive confidence interval for difference of two
means in economic analysis

Synopsis. W niniejszej publikacji przedstawiono metodg estymacji przedziatowej réznicy dwoch
srednich w przypadku jednoczesnego naruszenia zatozen o normalnos$ci rozktadow porownywanych
zmiennych i jednorodnosci wariancji. Proponowana metoda jest w literaturze opisywana jako
adaptacyjny przedzial ufnosci. W pracy zostala ona zilustrowana na przykladzie analizy
poréownawczej zadtuzenia w wielkoobszarowych gospodarstwach prywatnych i dzierzawionych.

Stowa Kkluczowe: estymacja przedzialowa, test symetrii, przedzial ufnosci Welch-Satterthwaite,
adaptacyjny przedziat ufnosci, zadtuzenie, wskazniki zadtuzenia.

Abstract. A method of interval estimation of the difference of two means in the case of simultaneous
violations of assumptions of normal distribution of variables and homogeneity of their variance is
presented in this paper. In literature, the proposed method is described as an adaptive confidence
interval. The confidence interval considered is presented on the example of a comparative analysis of
the debt of large private or leased agricultural holdings.

Key words: interval estimation, test of symmetry, confidence interval Welch-Satterthwaite, adaptive
confidence interval, ratios of debt.

Wprowadzenie

W analizach iloSciowych czgsto pojawia si¢ potrzeba oceny roznicy pomigdzy
srednimi  pochodzacymi z dwodch niezaleznych rozkladow. Rozwiazaniem sa rdzne
konstrukcje przedziatdow ufnosci dla réznicy srednich. W przypadku zmiennych z rozktadu
normalnego, ktorych wariancje nie réznia sig statystycznie istotnie, powszechnym
podejsciem jest wykorzystanie rozkladu t z sumaryczna wariancja probkowa. W sytuacji,
gdy wariancje nie sa jednorodne, problem poréwnywania $rednich z dwdch populacji
normalnych nosi w literaturze nazwg problemu Behrensa-Fishera. Jednym z jego rozwigzan
jest przedziat ufnosci Welch-Satterthwaite (Iws). Natomiast w przypadku naruszenia
zatozenia o normalnos$ci rozkltadow wiadomym jest, ze zarowno konstrukcje oparte o
rozktad t jak i przedzial ufnosci lws wykazuja odpornosé, pod warunkiem jednakze, iz
analizowane zmienne pochodza z rozktadéw symetrycznych [Miao i Chiou 2007]. W
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praktyce jednak moze si¢ okaza¢, ze poréwnywane rozklady nie sa rozkladami
symetrycznymi oraz, ze wariancje nie sg jednorodne. Celem pracy jest prezentacja metody
estymacji przedzialowej roznicy s$rednich w przypadku, gdy niespelnione sa zatozenia
dotyczace symetrii rozktadow oraz homogenicznosci wariancji. Zaproponowana metoda
nosi nazwe¢ adaptacyjnego przedziatu ufnosci. Obejmuje ona wykonanie testu symetrii dla
zmiennych z obu poréwnywanych populacji. Jezeli test wykaze symetrycznos¢ rozkladow,
wtedy do oszacowania réznicy $rednich wykorzystuje si¢ przedzial ufnosci lys. Jezeli za$
badane rozklady nie sa symetryczne, to do ich pordwnanie zostanie wykorzystany
przedziat I, skonstruowany na podstawie odpowiednio zmodyfikowanych danych.
W skrécie schemat postgpowania mozna zapisac nastgpujaco:

. []p;f jezell rozkdady aspmetryzzine.
=eF byp Jedell rozkiady symstryozie.

(1

Proponowany sposdb postgpowania zostal zilustrowany na przyktadzie analizy
poréwnawczej $redniego poziomu zadluzenia  wielkoobszarowych — gospodarstw
dzierzawionych i wielkoobszarowych gospodarstw prywatnych. Analizowany poziom
zadluzenia zostal przedstawiony za pomoca finansowych wskaznikow zadluzenia.
Obliczenia wykonano w pakiecie statystycznym R 2.11.1 [R: A language... 2005] oraz w
programie Microsoft Excel 2007.

Adaptacyjny przedziat ufnosci

Test symetrii

Niech X, ..., X, bedzie losowa proba z dowolnego rozktadu. Hipotezy zerowa
i alternatywna maja postaé:

Hy: cecha X ma rozktad symetryczny,

H;: cecha X nie ma rozktadu symetrycznego.

Statystyka testu symetrii jest
-
11.1_2[1" ¥, — ML
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()

I

gdzie £ i M sa odpowiednio probkowa $rednia oraz mediana, 7 to stata matematyczna.
Zauwazmy, ze licznik statystyki T jest réznica pomigdzy probkowa $rednig i mediana,
a mianownik jest odpornym estymatorem odchylenia standardowego. Taka statystyka
testowa ma asymptotyczny rozktad normalny. Hipoteze zerowa odrzucamy na poziomie
istotnosci o jezeli
0 e BETOE
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3)
gdzie stata 0.5708 jest asymptotyczna wariancja statystyki T w przypadku, gdy

rozktad zmiennej X jest rozkladem normalnym, a =3 jest kwantylem rzedu (1 — o/2)
standardowego rozktad normalnego N(0,1) [Miao i Chiou 2007].
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Przedzial ufnosci Welch-Satterthwaite (lys)

Niech X, ..., X, oraz Yy, ... , Y, beda losowymi prébami z dwdch niezaleznych
rozkladow ze $rednimi uX, pY oraz wariancjami %%, % odpowiednio. Ponadto, niech iV
Fin I bgda estymatorami punktowymi $rednich i wariancji dla zmiennych X i Y
odpowiednio. Przyjmijmy réwniez, ze tx jest kwantylem rzedu (1 — a/2) rozktadu
t z k stopniami swobody. Interesuje nas przedziat ufnosci dla pX - pY (na poziomie ufnosci
1 — a). Przedzial ufnosci Welch-Satterthwaite (Iys) ma postac:

P ) i P
hyg = (X—Y) &6 4+ TE

A (4)
gdzie
k= g avegd® 52 w
%TTE*%F' oraz e =§§ e = : 6))

Wiadomym jest, ze jezeli obie zmienne X i Y pochodza z rozktadu normalnego, to
przedziat ten jest odporny na niespetnienie zatozenia o rowno$ci wariancji, czyli sprawdza
si¢ zardbwno w przypadku nier6wnych wariancji, jak i w przypadku, gdy wariancje sa
jednorodne [Miao i Chiou 2007]. Podobnie, jezeli zmienne X 1 Y nie pochodza z rozktadu
normalnego, ale ich rozklady sa symetryczne, to naruszenie wspomnianego zatozenia nie
wplywa na jakos$¢ uzyskanych wynikow.

Skorygowany przedzial ufno$ci dla asymetrycznych rozkladow(l,og)

W przypadku asymetrycznych rozktadow wystarczy zlogarytmowanie danych, aby
uczyni¢ je bardziej symetrycznymi. Dlatego tez przy konstruowaniu przedziatu ufnosci Iy,
pierwszym krokiem bgdzie modyfikacja danych X; na log(X; + c¢X) oraz Y; na log(Y; + cY),
gdzie ¢X 1 cY sa stalymi zapewniajacymi X; + ¢X > 0 oraz Y; + cY > 0. Na tak
zmodyfikowanych danych konstruuje si¢ przedzial ufnosci Iys. Nastgpny krok polega
skorygowaniu uzyskanych wynikow ze wzgledu na wczesniejsze przeksztalcenia danych.
Niech wobec tego [Lioe, U] 0znacza granice przedzialu ufnosci s skonstruowanego na
podstawie danych log(X; + c¢X), ..., log(X,X + ¢X) oraz log(Y; + ¢cY),, ..., log(Y,Y +
cY). Skorygowany przedzial ufnosci dla pX - pY (na poziomie ufnosci 1 — a) w przypadku
asymetrycznos$ci obu porownywanych rozktadow ma wowczas postac:
hes = [Platies — 10 4 (o e = o) TeYiee = 1) 4 (o - oo — o) ©)

Uzasadnienie tej konstrukcji oraz jej wlasnosci sa szczegdétowo opisane w pracy Miao
i Chiou [2007].

Analiza poréwnawcza poziomu zadtuzenia
Proponowany powyzej sposob postgpowania zostanie zilustrowany na przyktadzie

analizy poréwnawczej Sredniego poziomu zadluzenia wielkoobszarowych gospodarstw
dzierzawionych i wielkoobszarowych gospodarstw prywatnych. Do badan wykorzystano
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informacje dotyczace gospodarstw wielkoobszarowych zlokalizowanych na terenie Polski.
Dane te pochodza ze sprawozdan finansowych tych gospodarstw z 2008 roku. Za
gospodarstwo wielkoobszarowe uznano gospodarstwa o powierzchni powyzej 100 ha
uzytkow rolnych [Zigtara 2005]. W analizowane] probie znajdowato sig¢ 46 gospodarstw
prywatnych i 62 gospodarstwa dzierzawione. Celem analizy byto poréwnanie $redniego
poziomu zadtuzenia w zalezno$ci od formy organizacyjno-prawnej gospodarstwa.

Oceny zadhluzenia poszczegdlnych gospodarstw dokonano na podstawie wskaznika
wyposazenia w kapital wiasny, wskaznika zadluzenia dlugoterminowego kapitatu
wlasnego, wskaznika zadluzenia krotkoterminowego kapitatu wlasnego oraz wskaznika
ogoblnego zadluzenia [Jarka 2004]. W tabeli 1 przedstawiono formuly, wedtlug ktdrych
obliczono wspomniane wskazniki [D¢bski 2005].

Tabela 1. Wskazniki analizy finansowej

Table 1. Indices of financial analysis

Wskaznik Formuta
wyposazenia w kapitat wlasny kapital wlasny / pasywa
ogolnego zadtuzenia diug ogotem / aktywa ogotem
zadtuzenia dtugoterminowego kapitatu wlasnego zadluzenie dtugoterminowe / kapitat wlasny
zadtuzenia krotkoterminowego kapitalu wiasnego zadtuzenie krotkoterminowe / kapitat wtasny

Zrédto: opracowanie wiasne.

Analiza porownawcza $redniego poziomu zadluzenia polegata na oszacowaniu roznic
pomigdzy $rednimi warto$ciami poszczegélnych wskaznikow z grupy gospodarstw
prywatnych i z grupy gospodarstw dzierzawionych. Przyj¢to nastgpujace oznaczenia:

E
Wit Whirger _ wskaznik wyposazenia w kapital wlasny odpowiednio gospodarstwa
dzierzawionego i gospodarstwa prywatnego,

W Wi . . . o
a wskaznik  ogolnego  zadluzenia odpowiednio  gospodarstwa
dzierzawionego i gospodarstwa prywatnego,

Wilkwor Wiopr  _ wskaznik zadluzenia dlugoterminowego kapitalu wlasnego
odpowiednio gospodarstwa dzierzawionego i gospodarstwa prywatnego,

wtg'ﬁw“ wﬁ?ﬁm? — wskaznik zadluZenia krétkoterminowego kapitatu wiasnego
odpowiednio gospodarstwa dzierzawionego i gospodarstwa prywatnego.

Celem analizy bylo uzyskanie odpowiedzi, na nastgpujace pytania:

e jaka jest roznica migdzy $rednim wskaznikiem wyposazenia w kapital wlasny

gospodarstw dzierzawionych i gospodarstw prywatnych | & Wy — WI-E"E‘I-L-")’
e jaka jest roznica migdzy $rednim wskaznikiem ogolnego zadluzenia gospodarstw
dzierzawionych i gospodarstw prywatnych ('“Hrﬁz = byl :[,

e jaka jest roznica migdzy S$rednim wskaznikiem zadluzenia dlugoterminowego
kapitatu wlasnego gospodarstw dzierzawionych 1 gospodarstw prywatnych

Qﬂl-'t‘fpmk* —E "*'{ml.-" :l’
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e jaka jest roznica migdzy S$rednim wskaznikiem zadluzenia krétkoterminowego
kapitatu wlasnego gospodarstw dzierzawionych 1 gospodarstw prywatnych

C:'ﬂ”-fﬁmk" - HW{ﬁmL—")'
W pierwszym etapie zbadano jednorodno$¢ wariancji kolejnych par wskaznikow.
W tym celu dla kazdej pary sformutowano hipotezg o rownosci wariancji, ktora nastepnie
zweryfikowano testem F Snedecora. Wykorzystanie tego testu byto mozliwe ze wzgledu na
fakt, iz jest on odporny na niespetnienie zatozenia o normalno$ci rozktadow [Tarasinska
2007]. Zestawienie sformutowanych hipotez i wyniki ich weryfikacji w postaci warto$ci
statystyk testowych F., oraz wartos$ci poziomu krytycznego przedstawia tabela 2.

Tabela 2. Wyniki weryfikacji hipotez Hy: 6,> = 6,
Table 2. Results of the verification of hypotheses Hy: 62 = o)’

hipoteza zerowa Femp poziom krytyczny
Howle oz 1.875 0.03248
Hy ahg = Tiz 1.879 0.03178
Hodle oz 3.148 0.00010
Hodg = oE 8.510 0.00000

Zrédto: opracowanie wiasne.

W  wyniku przeprowadzonego testowania wszystkie hipotezy zerowe zostaly
odrzucone na poziomie istotnosci a = 0,05. Oznacza to, ze wariancje kolejnych par
wskaznikow nie sa jednorodne.

Nastgpnym krokiem byto sprawdzenie normalno$ci rozktadéw badanych zmiennych.
W tym celu dla kazdego wskaznika sformutowano hipotez¢ normalnosci rozktadu, ktéra
nastgpnie zweryfikowano testem Shapiro-Wilka. Zestawienie sformutowanych hipotez
i wyniki ich weryfikacji w postaci w postaci wartosci statystyk testowych Wy, oraz
warto$ci poziomu krytycznego przedstawia tabela 3.

Tabela 3. Wyniki weryfikacji hipotez Hy: zmienna ma rozktad normalny

Table 3. Results of the verification of hypotheses Hy: the variable is normally distributed

hipoteza zerowa Wemp poziom krytyczny
Ho: ¥, ma rozklad normalny 0.8979 0.0000
Hy: 'n'r',.:.".l__,..'. ma rozktad normalny 0.9237 0.0057
Ho: W2, ma rozkfad normalny 0.8979 0.0000
Hy: 't'l-";z ma rozktad normalny 0.9237 0.0057
Ho: W&, ma rozklad normalny 0.5462 0.0000
Ho: TL:rm ma rozktad normalny 0.6545 0.0000
Ho: W2, ma rozklad normalny 0.7334 0.0000
Ho: 'L‘l.’;ﬁm- ma rozktad normalny 0.6475 0.0000

Zrodto: opracowanie whasne.
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W  wyniku przeprowadzonego testowania wszystkic hipotezy zerowe zostaly
odrzucone na poziomie istotnosci o = 0,05. Oznacza to, ze badane wskazniki nie maja
rozktadéw normalnych.

Wobec tego zbadano, czy rozktady wskaznikow zadtuzenia sa symetryczne. W tym
celu zastosowano test symetrii. W tabeli 4 przedstawiono wyniki weryfikacji hipotez
o symetrycznosci rozkladow w postaci wartosci statystyki testowej T (wzor 2) i warto$ci
krytycznej (wzor 3).

Tabela 4. Wyniki weryfikacji hipotez Ho: nieznany rozktad zmiennej jest symetryczny

Table 4. Results of the verification of hypotheses Hy: the underlying distribution is symmetric

hipoteza zerowa statystyka testowa T warto$¢ krytyczna
Ho: WFm, ma rozklad symetryczny 0.3700 0.1900
Ho: T"':'l-:u' ma rozktad symetryczny 0.2700 0.2200
Hy: WZ, ma rozktad symetryczny 0.2600 0.1900
Hy: W7 ma rozktad symetryczny 0.3500 0.2200
Ho: T‘?t-r:l.‘r ma rozklad symetryczny 0.2000 0.1900
Ho: Wiy ma rozklad symetryczny 0.4600 0.2200
Ho: W&yn, ma rozklad symetryczny 0.4300 0.1900
Hy: Wiime ma rozktad symetryczny 0.5600 0.2200

Zrédto: opracowanie wlasne

W  wyniku przeprowadzonego testowania wszystkie hipotezy zerowe zostaly
odrzucone na poziomie istotnosci a = 0,05 (wartosci statystyki testowej T > warto$ci
krytycznej, patrz wzoér 3). Oznacza to, ze rozklady analizowanych wskaznikoéw nie sa
symetryczne. Wobec tego do oszacowania réznicy pomig¢dzy sSrednimi wartoSciami
wskaznikéw skonstruowano przedziaty ufnosci I o,. Najpierw zmodyfikowano dane wedtug
formuty log(X; + ¢X). Stata cX przyjeto w minimalnej wielkosci, zapewniajacej X; + ¢X >
0, czyli cX =0.1.

Dla tak skonstruowanych danych, na poziomie ufnosci 1 — a = 0,95, oszacowano
przedziat Iys, a nastgpnie na jego podstawie skonstruowano przedziat I;,,. Uzyskane wyniki
przedstawia tabela 5.

Tabela 5. Przedzialy ufnosci /;,,

Table 5. Confidence intervals /4

Przedzial ufnosci dla réznicy $rednich 7,

[T S ™ . (- 0.024; 0.004)

B, — Ml (-0.021; 0.043)
Byfoeene — Pifoen (-0.051; 0.047)
[T A T . (0.030; 0.176)

Zrodto: opracowanie whasne.
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W przypadku wskaznika wyposazenia w kapitat wlasny skonstruowany przedziat
ufnosci dla réznicy $rednich zawiera zero. Oznacza to, ze nie udalo si¢ rozrdzni¢ badanych
srednich, czyli mozna uznaé je za takie same. Podobnie w przypadku wskaznika ogdlnego
zadluzenia 1 wskaznika zadluzenia dlugoterminowego kapitalu wtasnego. Oba
skonstruowane przedzialy ufnosci przechodza przez zero, co oznacza, ze mozna $rednie
uzna¢ za takie same. Natomiast w przypadku wskaznika zadluzenia krotkoterminowego
kapitatu wilasnego roznica pomigdzy ich warto$ciami $rednimi jest statystycznie istotna
izawiera si¢ w przedziale od 0,03 do okoto 0,18. Oznacza to, ze $rednie wskazniki
zadluzenia kréotkoterminowego w porownywanych grupach gospodarstw nie sa takie same.

Whnioski

Na podstawie uzyskanych wynikow mozna stwierdzi¢, iz forma organizacyjno-prawna
nie wptywa na wysokos$¢ wskaznika wyposazenia w kapital wlasny, wysoko$¢ wskaznika
ogoblnego zadluzenia, ani na wysoko$¢ wskaznika zadhuzenia dlugoterminowego kapitatu
wiasnego. Jedynie w przypadku wskaznika zadluzenia krotkoterminowego kapitatu
wlasnego odnotowano wplyw formy organizacyjno-prawnej. Oszacowany przedziat ufnosci
wskazuje, ze gospodarstwa dzierzawione maja wigkszy stosunek zobowiazan
krotkoterminowych do kapitalu wtasnego niz gospodarstwa prywatne. Oznacza to, ze
czegsciej niz gospodarstwa prywatne korzystaja z finansowania si¢ zobowigzaniami, ktérych
wymagalnos¢ jest nie dtuzsza niz rok.

Zaproponowany adaptacyjny przedzial ufnosci dla roéznicy $rednich jest tatwym do
zastosowania sposobem szacowania roznicy dwoch srednich w przypadku naruszenia
zatozen dotyczacych normalnos$ci i symetrycznosci rozktadu oraz jednorodnosci wariancji.
W literaturze mozna spotka¢ rdwniez propozycj¢ zastosowania przedstawionego w pracy
adaptacyjnego przedziatu ufnosci juz po stwierdzeniu, ze badane zmienne nie maja
rozktadu normalnego (bez testowania symetrycznosci). Sposob postgpowania jest
identyczny z prezentowanym w niniejszej publikacji.
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